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Problema 1. SUMMAT
Propusa de: prof. Mihai Bunget

Rezolvarea problemei Summat presupune folosirea unor tehnici de programare precum:
generarea unei matrice cu elemente date, sume partiale pe vector, sume partiale pe matrice,
observatii referitoare la un gir de numere in care secventele de elemente consecutive egale
devin din ce in ce mai lungi. Pentru obtinerea a 100 de puncte nu este necesara cdutarea binar3,
timpul de executie fiind setat pentru cautare secventiald. Observatia esentiald pentru a putea
obtine 100 de puncte este ca secventele de valori egale din matrice sunt foarte lungi si astfel
vom avea multe linii consecutive cu aceleasi elemente. De asemenea de mentionat si faptul ci
valoarea elementelor matricei A nu depaseste 55, deci suma elementelor oricarei submatrice se
va incadra pe 64 de biti.

Subtask 1.(24 puncte)

Se genereazd matricea A formati cu elementele sirului 1,2, 2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,4, ..., apoi
pentru fiecare submatrice se calculeaza suma elementelor, prin parcurgerea submatricei respec-
tive. Complexitatea solutiei este O(Q - M - N).

Subtask 2.(14 puncte)

Deoarece M = 1 matricea A are o singura linie, deci este un sir. Se genereaza sirul A, se calculeaza
sirul S al sumelor partiale ale lui A si, pentru fiecare submatrice datd, suma elementelor sale
este Sc; — Sc1—1. Complexitatea solutiei este O(N + Q).



Subtask 3.(19 puncte)

Se genereaza matricea A, se calculeazi matricea S a sumelor partiale i, pentru fiecare submatrice

data, suma elementelor sale este Sypc2 — Si2c1-1 — Si1-1.c2 + Si1-1,c1-1. Complexitatea solutiei
este O(M - N + Q).

Subtask 4.(11 puncte)

Deoarece M = 1, matricea A are o singuri linie. Vom nota cu Sum(k) suma elementelor de pe
aceasta linie pani la elementul de indice k. Pentru a calcula Sum(k) se determini i maxim astfel
incat T = 1+2+224+23+...+2! <= k, in acelasi timp calculand suma S = 142-2422.3+23. 44, 4204,
si vom obtine Sum(k) = S+ (k—T) - (i + 1). Suma elementelor unei submatrice date va fi
Sum(c2) —Sum(c1—1). Complexitatea solutiei este O(C- Q), unde constanta C este aproximativ
50 pentru cautarea lui i secvential, respectiv aproximativ 6 pentru cautarea lui i binar.

Subtask 5.(15 puncte)

Pentru fiecare linie i de la I1 la [2 se calculeaza Sum((i—1) - N +¢2) —Sum((i—1) -N+cl1—-1)
iar suma acestor numere reprezinta suma elementelor submatricei date. Complexitate solutiei
este O(Q - 100 - C), unde constanta C are aceleasi valori ca mai sus.

Subtask 6.(17 puncte)

Se determind coordonatele elementelor din matricea A in care se schimbi valoarea elemen-
tului din sirul 1,2,2,3,3,3,3, ... dat. Fie (x[i], y[i]) coordonatele acestor elemente, unde 1 <
i < 55 (se poate aproxima cu usurinta cid numarul maxim din matricea A nu poate depasi
valoarea 55). Se determini k minim cu [1 < x[k] si p maxim cu x[p] < I2 (acest lucru
se poate face secvential sau prin cautare binard). Pentru fiecare i de la k la p se calculeazd
Sum((x[i]-1)-N+c2)—Sum((x[i]-N+c1-1) (adica suma elementelor de pe linia x[i] din subma-
tricea datd), numar care se adauga la suma elementelor submatricei date. De asemenea, pe liniile
cuprinse intre linia x[i] silinia x[i+1], exclusiv acestea, se afld acelagi numér in submatricea data
si anume i, deci suma elementelor de pe aceste linii va fi (x[i+1] —x[i] —1)-(c2—c1+1)-i, numar
care se adaugi la suma elementelor submatricei date. Complexitatea solutiei este O(Q - C),unde
constanta C are aceleasi valori ca mai sus.



Problema 2. TELEPORTOR

Propusd de: stud. Bogdan Ioan Popa

Observam ca dacd avem doud camere vecine pe linie sau coloani numerotate cu x si x + 1,
atunci nu trebuie si folosim teleportorul pentru a traversa de la camerele numerotate cu x la
camerele numerotate cu x + 1. Fie P numarul de valori x distincte pentru care exista cel putin
doud camere numerotate cu x si x + 1 vecine pe linie sau coloana. Numarul minim de teleportari
necesare vizitarii tuturor camerelor este egal cu K — P — 1.

Subtask 1.

Pentru fiecare valoare x de la 1 la K — 1, parcurgem matricea pentru a depista daci exista cel
putin doua celule vecine care sunt numerotate cu x respectiv x + 1. Complexitatea acestei solutii
este O(N?-Q-K).

Subtask 2.

Parcurgem matricea si pentru fiecare celuld vom vizita cei 4 vecini ai ei. Daca gasim pe celula
curenta valoarea x, iar intr-unul dintre vecini valoarea x + 1, vom marca acest lucru intr-un
vector de aparitii pe pozitia x. Numarul de pozitii marcate in vectorul de aparitii va fi egal
valoarea cu P. Complexitatea acestei solutii este O(N? - Q).

Subtask 3.

Observam ca fiecare valoare apare de la 1 la K exact o datd, mai putin una singurd, care apare
de doui ori. Fie b valoarea care apare de exact doud ori la un moment dat. Orice transformare
(i, j,¢) poate afecta doar o celula cu proprietatea ca A;; = b inainte de transformare. Vom
optimiza calculul lui P folosind aceastd observatie. La inceput vom parcurge matricea si vom
calcula P considerand doar perechi de celule vecine numerotate cu valori x si x + 1 diferite
de b, dupa care vom considera si contributiile celor doud celule care au valoarea egala cu b.
Mentinand aceasta strategie, putem actualiza valoarea lui P in O(1) de la o transformare la alta,
astfel se obtine o solutie de complexitate O(N? + Q).

Subtask 4.

Pe parcursul celor Q transforméri vom mentine un vector de frecventd F, = cate perechi de
celule vecine exista pe care se afld valoarea x respectiv x + 1. Valoarea lui P este datd de numarul
de valori nenule din F. Actualizarea unei celule presupune scaderea (daca este cazul) unor valori
F,, apoi cresterea (daca este cazul) unor valori F,. De fiecare dati cind un F, devine 0, vom
scadea P cu 1, de fiecare dati cand F, devine nenul vom creste P cu 1. Complexitatea acestei
solutii este O(N? + Q) si obtine 100 de puncte.



Problema 3. NATATIE

Propusa de: stud. Alex-Matei Ignat

Observatie: pentru solutiile ce folosesc sortari, complexitatea pentru fiecare subtask in
parte depinde de sortarea folosita, insa orice sortare cu complexitate cel mult patratica O(N?)
obtine punctaj maxim pentru restrictiile date. Solutiile prezentate nu iau in calcul si aceasta
complexitate, desi aceasta poate fi mai semnificativa decat complexitatea solutiei propriu-zise
in care se afla timpul minim al cursei.

Subtask 1. (17 puncte)

Daci toate vitezele sunt egale, putem alege oricare M rate din cele N. Toate configuratiile in
care se respecti ordinea crescatoare a rezistentelor sunt valide si dau acelasi timp pentru cursa.
Réspunsul va fi (2 - dyr) /v, unde v reprezinti o viteza a oricarei rate. Complexitate: O(1).

Subtask 2. (16 puncte)

Daci toate rezistentele sunt egale, cea mai optima varianta este si luim cele M rate cu cele
mai mari viteze. Putem sorta ratele crescitor dupa viteza puniandu-le in ordinea crescitoare a
vitezelor pe culoarele de la 1 la M. Apoi, simulam cursa, raspunsul fiind cel mai mare timp in
care o rata se intoarce. Complexitate: O(M) .

Subtask 3. (15 puncte)

Din moment ce avem cel mult 3 - 10° rate si trebuie s folosim de fiecare data M dintre cele N si
M = N — 1, inseamna ca doar o rata nu va fi folositi. Deci, putem sa elimindm fiecare ratd in
parte si s3 simuldm cursa cu cele ramase. Observatia cheie este ci pentru o configuratie aleasi
cu M rate, cea mai optimi asezare a lor pe cele M culoare este cea in care le sortdm crescator
dupa rezistenta, iar in caz de egalitate crescitor dupa viteza. Se sorteaza initial toate ratele dupa
acest criteriu, elimindm fiecare in parte si simulam cursa cu cele raimase, determinand cel mai
bun timp dintre curse. Complexitate: O(M - N).

Subtask 4. (18 puncte)

O prima observatie este faptul ca raspunsul apartine multimii {¢|t = (2-d;)/v;,1 <i < N,1 <
Jj < M}. Pe scurt, timpul cursei optime este cu siguranta unul dintre timpii unei perechi (rata,
baliz). Putem calcula toti timpii posibili, il ludm pe fiecare in parte, iar apoi verificim daca
existd vreo configuratie prin care sa alegem M rate si sd obtinem un timp cel mult egal cu cel
ales. In continuare, trebuie si gisim o strategie prin care putem determina daci M dintre cele
N rate pot fi alese incat s obtinem un timp mai mic sau egal decat un timp fixat. In prima faz,
toate ratele se sorteaza dupa rezistentd, iar in caz de egalitate dupa viteza. Apoi, parcurgem
in ordine toate ratele, incercind la fiecare pas si punem rata curenta pe cel mai mic culoar
neocupat. Acest lucru este corect deoarece daca o rati cu rezistenta r este folosita pe un culoar,
ratele cu rezistente mai mici nu mai pot fi folosite, deci este optim s o ludm pe cea cu rezistenta



minima daca se intoarce in timp util. Legat de vitezi (la egalitate de rezistente), este clar ca daca
o rata cu viteza v se intoarce inapoi in timp util, este optim s pastrdm ratele cu viteze mai mari
pentru culoarele cu balize mai indepartate, deci sortarea si simularea cursei sunt corecte. Daca
gésim M rate care ne obtin un timp mai mic sau egal decat cel fixat, retinem acel timp, la final
raspunsul fiind cel mai mic astfel de timp. Complexitate: O(M - N?).

Subtask 5. (11 puncte)

Din moment ce distantele balizelor sunt cel mult 3-10° si vitezele sunt numere naturale, inseamna
cd timpul maxim al unei curse este 6-10°. Stiind ci rezultatul este un timp intreg si folosind ideea
anterioard, putem lua toti timpii naturali in ordine crescétoare si sa verificam pentru fiecare
in parte daci existd o cursa posibila. Primul timp gésit este raspunsul cautat. Complexitate:
O(N - dwm).

Subtask 6. (13 puncte)

O observatie cheie este ca daca pentru un timp x nu reusim (folosind ideile anterioare) sa alegem
M rate astfel incat s& obtinem un timp mai mic sau egal pentru cursa noastra, inseamna ca nu
vom reusi nici pentru alti timpi mai mici. Deci, putem face o ciutare binara pe rezultat, in care
luém la fiecare pas mijlocul ca fiind timpul maxim pe care il poate avea cursa noastra. Incercam
sd cdutdm o configuratie de M rate prin care timpul cursei este mai mic sau egal decét cel fixat.
Daci gasim, atunci vom cduta un timp mai mic sau egal (dr < mij). Daca nu, atunci avem
nevoie de un timp strict mai mare (st < mij + 1). La finalul ciutarii binare, timpul gasit este
chiar raspunsul. Complexitate: O(N - log dy).

Subtask 7. (10 puncte)

Daca rezultatul nu este natural, ideea anterioari este valida in continuare, insa trebuie modificata
ciutarea binard. Din moment ce trebuie si afisim rezultatul cu o eroare maxima de 103, vom
cauta binar raspunsul pana cand diferenta dintre capete este mai mica decat aceasti eroare.
Deoarece cautam binar pe numere reale, se modificd atribuirile pentru capetele din stanga si
dreapta. Dacd gasim o configuratie, atunci vom cduta un timp mai mic sau egal (dr < mij).
Daci nu, atunci avem nevoie de un timp strict mai mare, insd cautarea fiind pe numere reale,
atribuirea e aseménitoare cu cea din cazul anterior (st «— mij). Pentru un punctaj maxim este
necesar3 si afisarea cu precizie, astfel incat si se afiseze cel putin 3 cifre zecimale. Complexitate:
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